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摘 要： 通过分析非线性函数各输入参数对函数值的影响，发现当输入参数间无相互作用时，表征其灵敏度的

傅立叶振幅主要集中在基频上．基于该发现，提出一种基于扩展傅立叶振幅灵敏度方法的神经网络隐含层神经元快速
修剪算法．其实质是通过计算神经网络隐含层各神经元输出的指定基频上的傅立叶振幅，求取隐含层神经元对神经网
络输出的灵敏度．根据各神经元的灵敏度，按照一定的准则削减冗余神经元，获得紧凑的神经网络结构．将提出的神经
网络结构修剪算法用于污水水质参数化学需氧量（ＣＯＤ）的软测量过程中，实验结果与扩展傅里叶振幅灵敏度算法相
比，在修剪效果相同的情况下，其运行时间得到明显减小．
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１ 引言

神经网络的结构设计确定问题一直是业界非常关

注的一个研究话题．如果神经网络过于复杂，就会导致计
算效率低，泛化能力差；如果神经网络过于简单，其信息

处理能力又十分有限．因此根据任务获取合适的神经网
络结构是亟待解决的问题．对于有冗余神经元的神经网
络，近年来学者们提出了许多修剪算法，其中比较著名的

有影响因子（ＩｍｐａｃｔＦａｃｔｏｒ）算法、最优脑损伤算法
（ＯＢＤ）［１］、最优脑外科算法（ＯＢＳ）［２］、最优细胞损伤算法
（ＯＣＤ）［３］、方差无效修剪（ＶａｒｉａｎｃｅＮｕｌｌｉｔｙＰｒｕｎｉｎｇＶＮＰ）［４］

等．这些算法的共同缺陷是修剪往往是在训练误差达到最
小才开始，并且修剪后需要重新训练网络．此外，对于不同

初始规模的网络，修剪后的剩余神经元个数往往不同．
扩展傅立叶振幅灵敏度算法（ＥＦＡＳＴ）算法［５］可以

用来估计一个系统的输入参数对系统输出值的影响．
Ｐｈｉｌｉｐｐｅ等人［６］将其成功运用于简化神经网络结构，通过
计算每个隐含层神经元输出值的灵敏度来确定每个隐

含层神经元对输出的贡献大小，直接剔除冗余神经元来

对神经网络结构进行修剪．这种算法可以克服上述算法
的不足，但是其缺点是：如果网络的初始规模较大，其迭

代次数可达到百万、千万次以上，运行时间大幅度增加．
本文提出了一种快速ＥＦＡＳＴ算法，该算法在计算灵敏度
时只计算基频上的傅立叶振幅，而忽略了非基频上的傅

立叶振幅影响．快速ＥＦＡＳＴ算法对神经网络的修剪效果
与 ＥＦＡＳＴ算法完全一致时，其运行时间大大减少．
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２ ＥＦＡＳＴ算法及其应用

２．１ ＥＦＡＳＴ算法
设给定系统的数学模型为：

ｙ＝ｆ（Ｚ１，Ｚ２，…，Ｚｐ） （１）
式中：Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＰ是作用于输出Ｙ的ｐ个输入参数．
在这 ｐ个输入参数中，第 ｈ个输入参数用Ｚｈ表示，则
Ｚｈ以频率ｗｈ在［ａｈ，ｂｈ］内振荡［６］，即：

Ｚｈ（ｓ）＝
ａｈ＋ｂｈ
２ ＋

ｂｈ－ａｈ
π

ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎ（ｗｈｓ）） （２）

给定函数 ｆ（ｓ）的傅立叶形式可以表示为：

ｆ（ｓ）＝∑
＋∞

ｊ＝－∞
（Ａｊｃｏｓ（ｊｓ）＋Ｂｊｓｉｎ（ｊｓ）） （３）

其中傅立叶系数 Ａｊ和Ｂｊ表示为：

Ａｊ＝
１
２π∫

π

－π
ｆ（ｓ）ｃｏｓ（ｊｓ）ｄｓ （４）

Ｂｊ＝
１
２π∫

π

－π
ｆ（ｓ）ｓｉｎ（ｊｓ）ｄｓ （５）

输出 Ｙ的方差可以用下式表示［４］：

Ｖａｒ（Ｙ）＝１２π∫
π

－π
ｆ２（ｓ）ｄｓ－［Ｅ（Ｙ）］２

≈ ∑
＋∞

Ｊ＝－∞
（Ａ２Ｊ＋Ｂ２Ｊ）－（Ａ２０＋Ｂ２０）

≈２∑
＋∞

Ｊ＝１
（Ａ２Ｊ＋Ｂ２Ｊ） （６）

输入参数 Ｚｈ对方差Ｙ的影响为：

Ｄｈ＝ＶａｒＺｈ［Ｅ（ｙＺｈ）］＝２∑
＋∞

ｋ＝１
（Ａ２ｋｗｈ＋Ｂ

２
ｋｗｈ
） （７）

其中，ｋｗｈ表示Ｚｈ的第ｋ次谐波对应的频率．
Ｚｈ在ｋ＝１时傅立叶振幅的值最大，随着 ｋ增加，

傅立叶振幅也随之变小．给定一个常数 Ｍ，使得傅立叶
振幅在 Ｍｗｈ后小到可以忽略不计．Ｍ叫做干扰因子，一
般可以取４或６．如果有 ｐ个输入参数，ｗｍａｘ表示所有输
入参数基频的最大值，那么计算傅立叶常数选取的最

高频率至少等于 Ｍｗｍａｘ．因此式（６）可以写成：

Ｖａｒ（Ｙ）＝２∑
Ｍｗｈ

ｗ＝１
（Ａ２ｗ＋Ｂ２ｗ） （８）

Ｚｈ的一阶灵敏度表达式可表示为：

Ｓｈ＝
ＶａｒＺｈ［Ｅ（ｙＺｈ）］

Ｖａｒ（Ｙ） ＝
∑
＋∞

ｋ＝１
（Ａ２ｋｗｈ＋Ｂ

２
ｋｗｈ
）

Ｖａｒ（Ｙ） （９）

Ｓｈ表示Ｚｈ独立于其他输入参数对系统输出的贡献．
计算某个输入参数 Ｚｈ的灵敏度时，当 ｗｈ与其余

参数的基频或Ｎ次谐波（Ｎ≤Ｍ）对应的频率相近时，就
会产生频率混叠，不能完全把 Ｚｈ的作用和其他输入参
数区分开来．为解决这个问题，Ｓａｌｔｅｌｌｉ等人［５］提出解决
的办法是，令

ｗｈ＝２Ｍｍａｘ（ｗ～ｈ） （１０）
其中，ｍａｘ（ｗ～ｈ）是除 Ｚｈ之外的其他输入参数基频的最
大值．［０，Ｍｍａｘ（ｗ～ｈ）］是除 Ｚｈ外的其他所有输入参数
对输出的作用区域对应的频率范围，［Ｍｍａｘ（ｗ～ｈ），
Ｍｗｈ］为 Ｚｈ的作用区域对应的频率范围．Ｚｈ在频率为
Ｎｍａｘ（ｗｈ），（Ｎ＝１，２，…，Ｍ）附近的傅立叶振幅较大．

关于 Ｚｈ的总灵敏度用下式计算：

ＳＴｈ＝
∑
Ｍｗｈ

ｗ＝Ｍｍａｘ（ｗ～ｈ）＋１
（Ａ２ｗ＋Ｂ２ｗ）

∑
Ｍｗｈ

ｗ＝１
（Ａ２ｗ＋Ｂ２ｗ）

（１１）

ＳＴｈ包括Ｚｈ独立于其他输入参数对输出的作用和
Ｚｈ与其他输入参数的协同作用，因此称为总灵敏度．

归一化后第 ｈ个输入参数的灵敏度为：

ＳＴｈ＝
ＳＴｈ

∑
ｐ

ｌ＝１
ＳＴｉ

（１２）

２．２ 基于ＥＦＡＳＴ算法的非线性函数分析
用ＥＦＡＳＴ算法对非线性函数的输入输出之间的关

系进行定量分析．
给定一个输入参数间无相互作用的非线性函数：

ｆ（ｘ）＝ｔａｎｘ
ｘ２
＋ｅ

ｘ

ｘ３
＋ｘｌｏｇ２ｘ＋ｘｓｉｎｘ （１３）

令 Ｚ１（ｘ）＝ｔａｎｘ／ｘ２，Ｚ２（ｘ）＝ｅｘ／ｘ３，Ｚ３（ｘ）＝
ｘｌｏｇ２ｘ，Ｚ４（ｘ）＝ｘｓｉｎｘ．当 ｘ∈［１，１０］时，ｆ（ｘ）、Ｚ１（ｘ）、
Ｚ２（ｘ）、Ｚ３（ｘ）和 Ｚ４（ｘ）的变化如图１所示．

不难看出：函数 ｆ（ｘ）的各个输入参数的关系比较
复杂，很难直观看出输入参数对函数输出的贡献．用 Ｅ
ＦＡＳＴ方法分析，则很容易看出各输入参数对输出的影
响．由 ＥＦＡＳＴ算法可以得到该非线性函数的输入
Ｚ１（ｘ）、Ｚ２（ｘ）、Ｚ３（ｘ）和 Ｚ４（ｘ）相应的灵敏度为：Ｓ１＝
１７８２％，Ｓ２＝２２４４％，Ｓ３＝５０８８％，Ｓ４＝８８６％．通过
分析可以的得到 Ｚ４（ｘ）对整个函数输出的影响是最
小的．
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３ 一种基于快速 ＥＦＡＳＴ方法的神经网络结构修剪
算法

３．１ 快速ＥＦＡＳＴ算法
将一个前神经网络的输出看作为一个非线性函

数，那么其上一层中的各神经元输出值可以看作为该

非线性函数的输入参数．这样，就可利用 ＥＦＡＳＴ方法分
析各神经元对神经网络输出的贡献．对贡献很小的神
经元，可以当作冗余神经元，将其删除．直接将 ＥＦＡＳＴ
方法用于修剪前向神经网络的最大问题是计算量大，

特别是对于规模较大的神经网络这种方法难以在线实

现．经过分析，我们发现前向神经网络中各层神经元之
间无相互作用．输入参数间若无相互作用，那么其傅立
叶振幅主要集中在基频上，于是可以得到快速 ＥＦＡＳＴ
算法，进而降低神经网络修剪计算的复杂度．仍然以式
（１３）给出的非线性函数为例，取 ｗｈ为３２，ｗ～ｈ为１到４，
通过ＥＦＡＳＴ算法得出的 Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３，Ｚ４在各个频率下的
傅立叶振幅如图２所示．

可以看出：ｋｗｈ（ｋ＝１，２，３，…）上的傅立叶振幅体
现了该输入参数 Ｚｈ对函数的独立作用，ｋｗｈ附近频率
上的傅立叶振幅体现了Ｚｈ与其他输入参数之间的相互
作用．对于函数（１３），各个输入参数的作用是独立的，从
图２中容易看出傅立叶振幅的值几乎全部集中在基频
上．

对于输入参数之间不存在相互作用的函数，为了

减少算法迭代次数，可以只取基频上的傅立叶振幅进

行叠加计算灵敏度．则 Ｚｈ的总灵敏度可以用下式计
算：

ＳＴｈ＝
Ａ２ｗｈ＋Ｂ

２
ｗｈ

∑
ｍａｘｗ～ｈ

ｗ＝１
（Ａ２ｗ＋Ｂ２ｗ）＋（Ａ２ｗｈ＋Ｂ

２
ｗｈ
）

（１４）

根据式（１４）计算出式（１３）给出的函数的灵敏度为：

Ｓ１＝１７７６％，Ｓ２＝２２４０％，Ｓ３＝５１０４％，Ｓ４＝８８０％．
与ＥＦＡＳＴ算法计算出的灵敏度相比，其最大相对误差
不超过１％，可以满足神经网络结构修剪的需要．
３．２ 快速ＥＦＡＳＴ算法修剪神经网络

一个输入层有 ｌ个神经元，隐含层有 ｐ个神经元
的单输出三层前向神经网络，隐含层第 ｊ个神经元的输
出可以表示为：

Ｚｊ＝σ ∑
ｌ

ｉ＝１
ｗ１ｉ，ｊｘｉ＋ｂ( )ｊ （１５）

其中，ｘｉ为神经网络的第ｉ个输入，ｗ１ｉ，ｊ为第ｉ个输入到
第ｊ个隐层神经元的输入层权值，ｂｊ为第ｊ个隐层神经
元的阈值，σ为ｓｉｇｍｏｉｄ函数，Ｚｊ为隐含层第ｊ个神经元
的输出．

隐含层神经元输出和神经网络输出的关系为：

Ｙ＝∑
ｐ

ｊ＝１
ｗ２ｊＺｊ （１６）

其中，ｗ２ｊ为输出层权值，Ｙ为神经网络的输出．将
ｐ个隐神经元的输出作为快速 ＥＦＡＳＴ算法的 ｐ个输入
参数，将神经网络的输出作为快速 ＥＦＡＳＴ算法的输出，
通过计算输入参数 Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＰ对于输出Ｙ的灵敏
度，然后按照一定的准则修剪灵敏度小的神经元．

由该前向神经网络的结构可知，其各隐含层神经

元的输出 Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＰ之间没有相互作用，傅立叶振
幅值主要集中在基频上，因此，可以采用式（１４）计算其
灵敏度．

神经网络结构修剪算法具体步骤如下：

（１）训练一个有冗余神经元的神经网络到 ｎ步．根
据实验结果，发现如果 ｎ选的过小（＜１００步），则采集
的信息量不够充足，计算出的灵敏度不够准确，因此只

要 ｎ不过小，其选取没有特别严格的限制．
（２）记下训练过程中每个隐神经元输出的变化范

围［ａｈ，ｂｈ］．
（３）计算神经元的总灵敏度：为每个隐神经元的输

出指定各自的基频．设初始神经元个数为 ｐ，如果要计
算第 ｈ个隐神经元的灵敏度，那么可以把每个隐神经
元的频率指定为［１，２，３，…，ｈ－１，ｗｈ，ｈ＋１，…，ｐ］，每
个输入参数根据式（２）定义的曲线振荡，再根据式（１４）
计算总灵敏度 ＳＴｈ．

（４）重复步骤（３），直到计算完 ｐ个隐神经元的总
灵敏度．

（５）根据式（１２）计算每个神经元的灵敏度 Ｓｎ（ｎ＝
１，２，３，…，ｐ），删除 Ｓｎ小于５％［６］的隐含层神经元．

（６）继续训练神经网络到一定步数，重复步骤（２）～
（５），直到新神经网络中所有隐含层神经元的灵敏度均
小于５％停止修剪．

（７）训练神经网络直到偏差达到给定值．
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３．３ 快速ＥＦＡＳＴ算法修剪神经网络迭代次数分析
ＥＦＡＳＴ算法的迭代次数约为 ｐ２Ｍｗｈ（ｐ表示隐神经

元的个数）．可见，迭代次数随着隐神经元个数增加而
成倍增加．当隐神经元数目较多时，原算法迭代次数是
很庞大的，运行时间也会较长．新的算法迭代次数约为
ｐ２ｗ～ｈ．当 Ｍ取４，ｗｈ＝８ｗ～ｈ，原算法的迭代次数是新
算法的３２倍．可见，隐神经元个数越多，就越能显出快
速ＥＦＡＳＴ算法的优越性．

４ 仿真实验

化学需氧量（ＣｈｅｍｉｃａｌＯｘｙｇｅｎＤｅｍａｎｄＣＯＤ）是污水
处理过程中的重要水质参数，它是指废水中能被氧化

的物质在被化学氧化剂氧化时所需要的氧量，以毫克／
升为单位．然而 ＣＯＤ的在线测量困难，目前多用软测量
的方法．神经网络具有良好的非线性逼近能力，且具有
自适应的功能，目前的 ＣＯＤ软测量也多采用神经网络
模型．现在分别采用基于 ＥＦＡＳＴ算法和快速 ＥＦＡＳＴ算
法的自组织神经网络对 ＣＯＤ进行预测．图 ３给出了
ＣＯＤ神经网络预测模型，其输入分别为混合液悬浮固
体（ＭＬＳＳ）、油、ｐＨ、氰化物（ＴＣＮ），输出为污水处理过程
中出水的ＣＯＤ．

实验数据来自某污水处理厂水质分析日报表，将

其分为训练样本７０组，测试样本为３０组．神经网络的
初始模型分别取４１６１和４３２１两种形式，用ＥＦＡＳＴ算
法和本文提出的快速ＥＦＡＳＴ算法对这两种神经网络进
行修剪．两种方法采用同样的修剪准则，即将隐含层中
灵敏度小于５％的神经元删掉．图４给出基于 ＥＦＡＳＴ算
法和本文提出的快速ＥＦＡＳＴ算法对该神经网络中隐含
层各神经元灵敏度的计算结果．图４中 Ｓｎ为 ＥＦＡＳＴ算
法得出的第 ｎ个隐神经元的灵敏度（用浅灰色直方图
表示），Ｓｆｎ为本文提出的快速 ＥＦＡＳＴ算法得出的第 ｎ

个隐神经元的灵敏度（用深灰色直方图表示）．
由图 ４可知，本文提出的快速 ＥＦＡＳＴ算法计算出

的灵敏度值与ＥＦＡＳＴ算法计算出的灵敏度值相差很小
（不超过００５％），两种算法对神经网络修剪后剩下的
神经元是完全相同的．此外，虽然神经网络的初始结构
不同，但修剪后的神经网络可以保持稳定的结构．

根据污水处理过程的实际需求，设定 ＣＯＤ的预测
误差不得超过１％，采用本文提出的快速 ＥＦＡＳＴ算法和
ＥＦＡＳＴ算法分别对结构为 ４１６１和 ４３２１的前向神经
网络进行修剪，由灵敏度实验数据可知，两种方法修剪

后的神经网络结构均为４９１．而两种修剪方法的运行
时间见表１．不难看出本文提出的方法较 ＥＦＡＳＴ方法具
有明显速度优势．

表１ 两种算法性能比较

ＥＦＡＳＴ 快速ＥＦＡＳＴ

４１６１神经网络 ５８″ ２″

４３２１神经网络 ３′５５″ ７″

用基于本文提出的快速 ＥＦＡＳＴ方法的结构自组织
神经网络对水质参数ＣＯＤ进行预测，首先用７０组训练
样本对该神经网络进行训练，然后用于对另外３０组测
试样进行预测，ＣＯＤ的预测结果与实际输出 ＣＯＤ值如
图５所示．

实线表示实测的出水 ＣＯＤ值，虚线表示神经网络
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预测的出水ＣＯＤ值，由图５可知，基于快速 ＥＦＡＳＴ方法
的结构自组织神经网络能够有效地预测出水ＣＯＤ．

５ 结论

根据前向神经网络的特点，提出了一种快速 ＥＦＡＳＴ
算法修剪神经网络的算法．基于该算法的自组织神经
网络具有以下特点：

（１）神经网络可以根据承担的任务，自动地修剪其
自身结构．

（２）神经网络最终结构取决于承担的任务，而不依
赖初始结构．即当初始神经网络的隐神经元个数不同
时，用该算法修剪后的神经网络保留的神经元数目大

致相同．
（３）与 ＥＦＡＳＴ算法相比，本文给出的快速 ＥＦＡＳＴ算

法在神经网络修剪速度方面具有明显的优势，尤其针

对初始规模较大的前向神经网络，修剪后得到的神经

网络结构完全相同，但运行时间明显缩短．
（４）基于快速 ＥＦＡＳＴ算法的结构自组织神经网络

可以实现对 ＣＯＤ的有效预测．
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